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ABSTRACT

Ruang urutan sebagai salah satu konsep dalam analisis, membahas tentang urutan yang ruang
urutan ¢y, c, ¥, and £, (1 < p < o). Beberapa hasil penelitian sebelumnya membuktikan
bahwa ruang urutan ¢y, c,?, and £, (1 < p < «) adalah ruang Banach, Solid dan BK-
Ruang. Berdasarkan ilustrasi di atas, tesis ini akan membahas tentang perbedaan urutan
ruang o, (An), c(8), ¢o(4y) dan £,(A,) untuk semua m € N, adalah ruang Banach,
Solid, BK-Ruang dan Pengoperasian dari perbedaan ruang urutan linear yang
berkesinambungan. Metode yang digunakan dalam penelitian ini adalah dengan mempelajari
dan bahan memeriksa tentang perbedaan urutan ruang®., (4,,), c(4,,), ¢o(4,,) dan £,(4,,)
untuk semua m € N melalui karya ilmiah yang terkandung dalam sebuah publikasi dari
jurnal yang sama dan buku teks yang mendukung. Hasil penelitian ini membuktikan bahwa
perbedaan urutan spaces £, (4,,), c(A,,), ¢o(4,) dan £,(4,,) untuk semua m € N, adalah
ruang Banach, Solid, BK-Ruang dan Pengoprasian dari perbedaan ruang urutan linear yang
berkesinambungan.

Kata Kunci : Ruang Norm, Solid, BK-Ruang (Banach Kontinyu) dan Operator Linear
Kontinu

Sequences spaces as one concept in analysis, discussing about sequences which are
sequences spaces ¢, ¢, {,, and £, (1 < p < ). Some previous resecrhes han proved that
sequences spaces ¢, ¢ , £, and £, (1 < p < o) are Banach spaces, Solid and BK-Spaces.
Based on illustration above, this thesis will discuss abouth differences sequences spaces
(D), c(Bp), co(4,) and €, (A,,) for all m € N, are Banach spaces, Solid, BK-Spaces
and and operator from the defferences sequences spaces is linear and continuous. The
method that used in this thesis are by studying and examining materials about differences
sequences spaces £,,(4,,), c(Ay,), ¢o(4,,) and £, (Ay,) for all m € N through scientifit work
which be contained in a publication of same journal and supporting text book.

The result of this research proved that differences sequences spaces £,(4,,), c(A,),
co(4,) and £,(4,,) for all m € N, are Banach spaces, Solid, BK-Spaces and operator from
the defferences sequences spaces is linear and continuous.

Key words : Norm spaces, Solid, BK-Spaces (Banach Continuous) and Linear Continuous
Operators

I. Pendahuluan

Matematika sebagai salah satu ilmu pasti yang memiliki peranan penting dalam
perkembangan teknologi dan kamajuan sains. Sudah tidak disangsikan lagi bahwa

100



mﬁnlm]umal IImiah Program Studi Matematika STKIP Siliwangi Bandung, Vol 2, No.2, September 2013

matematika memegang peranan penting dalam kehidupan manusia. Banyak yang telah
disumbangkan matematika bagi peradaban manusia, kamajuan sains dan teknologi dewasa
ini tidak lepas dari matematika. Boleh dikatakan bahwa landasan utama kemajuan teknologi
dan sains adalah matematika.

Ruang barisan sebagai salah satu konsep yang ada di bidang analisis yang membahas tentang
barisan yang diantaranya adalah ruang barisan ¢,,, ¢, ¢, ¢,,dan lain-lain. Misalkan S
koleksi semua ruang barisan, maka

co ={% ={x;} €S : barisan {x;, } konvergenke 0}

{x¥ = {x,} € S : barisan {x; } konvergen }

c=1{x
l, = {N {x,} €S: suplx,| < oo}
k=1

t, =[9~c={xk}ES: Z|xk|” < oo }dengan 1<p<w
=1

Dari gambaran di atas dapat dijelaskan bahwa c, adalah koleksi barisan bilangan yang
konvergen ke-0, c adalah koleksi semua barisan yang konvergen, £, koleksi barisan bilangan
yang supys|xi| <oo dan ¢, adalah }7_;|x; [P < oo dengan 1 <p <oo. Dari barisan
bilangan tersebut, telah diselidiki merupakan ruang Banach, solid (normal), ruang-BK dan
lain-lain. Demikian halnya dengan operator pada ruang barisan c, ¢, ., ,dan ¢, memiliki
sifat linear dan kontinu

Dalam buku-buku ruang barisan telah dibuktikan bahwa ruang barisan ¢y, ¢, ., €, (1 <p <
oo dan lain-lain merupakan ruang Banach, selanjutnya ruang barisan oAz, cA72,c0A72 dan
,(4,,) dimana A, degan m = 1,2.3, ... dimaksud adalah selisih dari ruang barisan

€0, €, €y € (1 < p < o0) merupakan ruang Banach terhadap norma ||. |[, Solid (normal),
ruang-BK (Banach kontinu) dan apakah operator dari ruang barisan tersebut memiliki sifat
linear dan kontinu.

Il. Landasan Teori
2.1. Pengertian Dasar

Definisi 2.1.1. Diketahui X ruang linear. Fungsi dari x € X = ||x|]| € R, yang
mempunyai sifat-sifat:
(Ny) x|l = 0untuk setiapx € X
x| =0, jika dan hanya jika x = 0, (6 vektor nol)
(N2) |lax|| = |alllx]l, untuk setiap skalar a danx € X
(N3) llx +yll < llxIl + llyll, untuk setiap x,y € X,
disebut norma (norm) pada X dan bilangan nonnegatif ||x|| disebut norma vector x.
Ruang linear X yang dilengkapi dengan suatu norma ||. || disebut ruang bernorma
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(normed space) dan dituliskan singkat dengan (X, ||.||) atau X saja asalkan
normanya sudah diketahui.

Teorema 2.1.1 Setiap ruang bernorma (X, ||.|]) merupakan ruang metrik terhadap
metrik d:

d(x,y) = |lx — y||, untuk setiap x,y € X

Berdasarkan Teorema 2.1.1 di atas, yaitu setiap ruang bernorma merupakan ruang
metrik, maka semua konsep, pengertian, sifat-sifat, serta Teorema-Teorema yang
berlaku di ruang metrik berlaku pula pada ruang bernorma dengan pengertian

d(x,y) = |lx —yl|

Definisi 2.1.2 Barisan {x,} di dalam ruang bernorma X dikatakan konvergen
(convergent) jika ada x € X sehingga untuk setiap bilangan asli ¢ > 0 terdapat
bilangan asli ng (bergantung pada ), sehingga untuk setiap bilangan asli n > n,
berlaku.
llx, — x|l <&

Jika demikian halnya, dikatakan barisan {x,} konvergen ke x atau barisan {x,}
mempunyai limit x untuk n — oo dan ditulis dengan

Lim|lx, — x|l =0
atau dapat ditulis dengan lim x,, = x. Sedangkan titik x disebut titik limit barisan

{xn}. o

Definisi 2.1.3 Barisan {x,,} di dalam ruang bernorma (X, ||.|]) disebut barisan
Cauchy atau barisan fundamental jika untuk setiap bilangan & > 0 terdapat
bilangan asli n,, sehingga untuk setiap dua bilangan asli  m,n > n, berlaku
”xm - xn” <e

Teorema 2.1.2 Setiap barisan yang konvergen di dalam ruang bernorma (X, ||.]])
merupakan barisan Chaucy.

Definisi 2.1.4 Ruang bernorma dikatakan lengkap (complete) jika setiap barisan
Cauchy di dalamnya konvergen.

Definisi 2.1.5 Ruang Banach (Banach spaces ) adalah ruang bernorma yang
lengkap.

Teorema 2.1.3 ( Ketaksamaan Ho’lder )
i. untuk setiap ¥ = {x;} € €' dan ¥ = {y,} € £,, benar bahwa
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o0
E XYk
1

k=

o0
< D bl < %l 151
k=1
0

dengan 1%, = ) x| dan |31l = suply,|
= k=1
ii. jika 1 <p,q <o dan %+$ = 1, maka untuk setiap ¥ = {x; } € {,  dan

¥ = {y«} € ¢, benar bahwa

o0
Z XK Yk
=1

o0
dengan |17}, = {lem
k=1

0
< D bagil < 15l 171l
k=1

1
- q
dan [17llg =1 ) 1yl
k=1

Teorema 2.1.4 ( Ketaksamaan Minkowski )
Jika 1 < p < oo maka untuk setiap % = {x;}, ¥ = {y,} € £, benar bahwa

X +3ll, < lIxll, + ¥,

1
P

Teorema 2.1.5 untuk setiap 1 < p < oo, maka £,, merupakan ruang Banach.

2.2. Operator Linear dan Kontinu

Operator adalah fungsi linear dan kontinu, oprator ditulis dengan huruf capital:
A, B, C .... Fungsi dari suatu ruang bernorma ke ruang bernorma yang haruslah dari
dua ruang bernorma atas lapangan yang sama yaitu C atau R

Definisi 2.2.1 Diberikan ruang bernorma X dan'Y. fungsi f : X — Y dikatakan
linear, jika  f(ax + By) = af (x) + Bf(y), untuk setiap skalar «, € R dan
untuk setiap x,y € X.

Definisi 2.2.2 Diberikan ruang bernorma (X, ||. ||) dan (Y, ||.]]). fungsi f: X - Y
dikatakan
i. Kontinu pada a € X, jika untuk sebarang bilangan ¢ > 0 ada bilangan § > 0
sehingga untuk stiap x € X dengan |la — x|| < § berakibat

If(@) = fFOOIl <e.
ii. Fungsi f dikatakan kontinu pada X jika f kontinu disetiap x € X

Definisi 2.2.3 Diberikan ruang bernorma (X, ||.||) dan (Y,]|.]|). Fungsi linar
f: X - Y dikatakan terbatas, jika terdapat M > 0 sehingga ||f(x)|| < M ||x]||,
untuk setiap x € X.
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Teorema 2.2.1 Diberikan ruang bernorma-ruang bernorma (X, ||.||) dan (Y, ||. []).
Fungsi f: X — Y kontinu di suatu titik a € X jika dan hanya jika untuk setiap
barisan {x,} c X yang konvergen ke a berakibat barisan {f(x,)} konvergen ke

f(@).

Teorema 2.2.2 Diketahui X dan Y masing-masing ruang bernorma. Jika fungsi
f + X - Y fungsi linear, maka pernyataan-pernyataan berikut ekuivalen:

Fungsi f kontinu pada X

Fungsi f kontinu di 6 € X

Fungsi f kontinudi x € X

Himpunan {||f(x)||: x € X dan ||x|| < 1} terbatas

Ada bilangan M > 0 sehingga ||f (x)|| < M]|x|| untuk setiap x € X

o0 o

Teorema 2.2.3 : Diketahui X ruang bernorma yang lengkap dan A c X. Diperoleh
A tertutup jika dan hanya jika A lengkap.

I11. Ruang Barisan Selisih

Sebelum membahas ruang barisan lebih lanjut, diperlihatkan barisan selisih bilangan
sebagai berikut:

Jika ¥ = {x; } suatu barisan bilangan dan
AX = {x}41 — x;}, untuk setiap k € N
AX disebut barisan selisih pertama terhadap barisan ¥ = {x;}

A% = {0, x} = { mo(—1)! (T) xk+m_i}, untuk setiap k € N
A,, % disebut barisan selisih ke-m terhadap barisan ¥ = {x; }

Berdasarkan gambaran di atas maka dibentuklah barisan bilangan AX =
{Ax;.}, A% = {Ayxy ), o {Apxi} = {A,x} yang disebut dengan barisan selisih
pertama, barisan selisih kedua, dan seterusnya sampai barisan selisih ke — m.

3.1 Ruang Barisan Selisih ¢o(Ap), € (Am), €.(Ay) dan £,(Ay,)

Teorema 3.1.1 : Ruang barisan ¢,,(4), cy(A) dan c(A) merupakan ruang Banach,
terhadap norma ||%||(a.) = [x1] + l|AX|l, dengan A% = {Ax;} = {xp41 — X }.
Selanjutnya c¢y(A) < c(A) c £,(4)

Bukti:

i) ¢,(A) merupakan ruang linear, sebab:
Untuk setiap %, J € £,(A) & AX, AV € £,
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& sup |Axy | < o dan sup |Ay; | < o0
k>1

berakibat
sup|A(x, + ¥ )| = sup|Axy + Ayy| < sup|Axy| + |Ay,| < sup|Ax,| + sup|Ay,| < o
k=1 k=>1 k>1 k>1 k=1

Jadi A(X + ¥) € £, atau ¥ +§y € £,(4) (3.1.1.1)
Diambil sebarang « skalar dan X € ¢,,(A)
Yel, (N Ak el, = suplekl = sup|xk+1 — x| < o

Jadi AaX €, & suplAaxkl = sup |a||(xk+1 —x)| = || sup |Ax; | <
yang berarti aX € £, (A) (3. 1 1 2)

Dari (3.1.1.1) dan (3.1.1.2) terbukti bahwa ¢,,(A) merupakan ruang linear
Selanjutnya cy(A) dan c(A) ruang linear dan cy(A) < c(A) c £,,(A) sebab:
Untuk setiap X, ¥ € cy(A) & AX, Ay € ¢

< lim Crepq =) = 0 dan lim (yq — i) =0

Jika Z =%+ 7y, maka AZ = {z,,1 — z,}
lim (2 —z;—1) = lim (g1 + Yierr) = O + i)

= lim (e4q =) + im eyr —y) = 0+0=0
Jadi AZ € ¢y & Z € cy(D)

Dengan kata lain X + 7 € cy(A) (3.1.1.3)

Diambil sebarang « skalar dan X € ¢, (A)
X€cy(d) & A% €y & Ilim (tks1—x,) =0

jadi
Aax < llim (axp41 —axg) = llima Kp41—x) =« Ilim (k41— %) =a.0=0
yang berarti aX € cy(A) (3.1.1.4)

Dari (3.1.1.3) dan (3.1.1.4) diperoleh ¢, (A) merupakan ruang linear.
selanjutnya c(A) merupakan ruang linear sebab:
Untuk setiap X,7 € c(A) & A%, Ay € ¢
& lim Crpq =) = k dan lim (ypq =) =1

jika Z =%+ 7y, maka AZ = {z, 41 — 2}
lim (z —zp—1) = lim (p1 + Yierr) — O + yi)

= lim (g —x) + im (Veq —y3) = k +1 (ada)
JadiAZ € ¢ © Z€c(h)

Dengan kata lain X + 7 € c(A) (3.1.1.5)
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Diambil sebarang «a skalar dan ¥ € c(A)

X €c(h) & Ax Ecc)llim (g1 —x) =k

jadi AaX < ]Eim (axpqy1 —axg) = Il(ima X1 —x) =« ]lim (Xk41 —x) = a.k
(ada)

yang berarti ax € c(A) (3.1.1.6)

Dari (3.1.1.5) dan (3.1.1.6) diperoleh ¢(A) merupakan ruang linear.
Selajutnya ¢y (A) < c(A) c £,,(A) sebab:
Diambil sebarang % € ¢y(A) & AX € ¢y => X €c(d) & AX ec
Jadi ¢y(A) € c(b)
Selanjutnya diambil sebarang ¥ € c(A) & AX € c < ]ll_r}go (k41 —x) =k
dengan demikian llim X1 — x| = k] = iu? |Axy | < o0
—00 >
Dengan kata lain ¥ € £,,(A)
Jadi c(A) c (D)
ii) a). Selanjutnya dibuktikan cy(A), c(A),£,(A) merupakan ruang bernorma
terhadap norma ||. || (a c)-

1%l ae) = 11| + ig?lekl
(N;) Untuk setiap & € £,,(A) -

Xl @y = I | + 1A% |0 = Jo1 | + zg}olekl =0
IXllae) = 0 = lx1] + [[Ax]le = [x1] + nglekl =0
< |x1| = 0 dan sup | (k41 = x)[ =0

< |x1] =0 dan |(§k+1 — x;)| = 0; untuk setiap k

& x;=0dan |x; —x1| =0,|x3 — x| =0,.....

(:>x1=0,x2 =0,_X3 =0,... =4 X1=X2=X3...=0 (=4 f={0}
=0

(N5) Untuk setiap % € £,,(A) dan a skalar
ak €0,(A) < Aax €L,
laXllam = laxi|+ llAak|l, = [ax| + zg?lﬂaxkl

= lallx1| + lal sup |Axi | = lal |x| + |l [|A%]].,
= lal(x | + 1Axlle) = el 1%l am)
(N3) Untuk setiap X,y € €,,(A) & AX, Ay €t, = X+ € (,,(D)

berakibat
1%+ Fllaw) = lx1 + 11+ [[AE + Pl = [x1 + 31| + sup |AC, + vi)
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IA

|1 | + [y1| + sup|Ax,| + sup|Ayy|
k>1 k>l

= x| + ly1 | + 1A%, + 1AF .
(e |+ NAZ ) + Uyl + 147 1.) = 1% ace) + 1712

Dari (N;),(N;)dan (N3) benar bahwa ¢,(A) merupakan ruang bernorma.
Karena cy(A) dan c(A) merupakan ruang linear bagian di dalam ¢,(A) maka
co(A) dan c(A) merupaka ruang bernorma pula.

b). Selanjutnya ditunjukan £,,(A) lengkap

Diambil sebarang barisan Cauchy %™ = {x } c {,(A) dengan
£ = {x, ™} = {x{n),xgn),xén), }

Jadi, jika diberikan bilangan ¢ > 0 terdapat bilangan asli n, sehingga untuk setiap
dua bilangan asli m, n > n, benar bahwa

=(m) _ ~(n) £
|2 ==, <

2
|x1(m) (n) + suplA(x m) _ x, (n))l < —

=[x = 2

< = dan sup|Axk(m) - Axk(")|
s k>1

<= 3.1.1.7

Hal ini berakibat, berdasarkan (3.1.1.7) untuk setiap m,n = ny benar bahwa:

|x,£m) - x,gn) < g, untuk setiap k

atau di peroleh untuk setiap k barisan, {x,ﬁ")} merupakan barisan (bilangan)

Cauchy. Jadi, untuk setiap k barlsan{ (")} konvergen, katakan konvergen ke x;
atau

lim x,En) = x;, atau lim - xk|
n—oo n—o0

Dibentuk barisan ¥ = {xk} mengingat (3.1.1.7) diperoleh
2 =%l = et = 28] + supla(ay — x,)

= lim | x™ — (n) + lim sup A( (m) _ (n))|
m—o m-w >
<c+s=g¢ (3.1.1.8)

jadi barisan {x(™} konvergen ke %.
i % = ||% — %@ 4z
Selanjutnya, (1%l = || — 2™ + 2™,
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<|l# -z, , +1F™] ., < (3.1.1.9)
Berdasarkan hasil (3.1.1.8) dan (3.1.1.9) disimpulkan bahwa ¥ = {x,} € £,,(4)
Jadi terbukti barisan Cauchy {x™} < ¢,,(A) konvergen ke % = {x;} € £,,(A)
Dengan kata lain terbukti bahwa £,,(A) merupakan ruang Banach.

iii) Selanjutnya telah terbukti bahwa c,(A) dan c(A) merupakan ruang bernorma
bagian di dalam ¢,(A) dan telah terbukti ¢, (A) merupakan ruang Banach, cukup
membuktikan cy(A) dan c(A) tertutup di dalam ¢,,(A).

Diambil sebarang % = {x;} € £,,(A) titik limit co(4) (c(4)) dibuktikan % €
cOA o\

Karena & = {x; } titik limit ¢, () (c(A)) maka ada barisan {x™} c ¢ (8) (c(8))
yang konvergen ke ¥ = {x;}
lim x™ = %

n—oo

atau lim |x,£") — Xy, ” =0
n—o (A,CQ)

yaitu untuk setiap € > 0 ada bilangan n, sehingga jika n > ny benar bahwa

=(n) _ & £
1% = %[l ..y <35

Untuk setiap m,n > ny hal ini berarti
&
|x{m) - xl(n) + sup |A (x,Em) - x,En))l <=
k>1 2

maka |x1(m) - xl(")| < ; dan sup A(x,gm) — x,E”))| < ;
>

Hal ini berakibat {¥"} < ¢((4) (c(A)) merupakan barisan Cauchy yang lengkap
oleh karena itu % € ¢o(A) (c(4))

Jadi terbukti bahwa cy(A) dan c(A) tertutup di dalam £,,(A).

Jadi bahwa c¢y(A) dan c(A) merupakan ruang Banach.

Berdasarka (i),(ii) dan (iii) Teorema 3.1.1 terbukti. m

Teorema 3.1.2 Jika 1 <p < oo maka ruang barisan selisih ¢,(A) merupakan
ruang Banach, terhadap norma [|X|| sy = |x1| + [|A%][, dengan AX = {Ax;} =
{Xr41 — 21}

Bukti:
i.) ¢,(A) merupakan ruang linear sebab:
Karena X,y € £,(A) & AX, Ay € £,
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1

> P
= {lekﬂ — xklp} < oo dan

k=1
1 1

ad P ad P
Z|A}’k|p = Z|3’k+1 —ylPp <o

maka A(% + ) = A+ AF € £, @{Z
k=1

= {i |Ax; |p}§

k=1

1
p
|Ax), + Ay |P

1
P

= Zl(xk+1 — X)) + 41 — Yk)lp}
=1

1 1
- P - P
D MG =3P+ 10 = 3PP
k=1 k1=1

{5ee] 5

=1

IA

14
AFIPL < oo

Jadi  + 7 € £, (4) (3.1.2.1)

Untuk setiap a skalar dan ¥ € £,(A) diperoleh aX € £,(A) sebab:
1

p
la(xp 41 —Xk)|p}

0

Alax) = {Aax,} © {

1 1
- P - P
- {Z|a||(xk+1 —xk)v”} = |a|{2|(xk+1 —ka’}
k=1

k=1

B 1
= >
. ZlAflp <o (3.1.2.2)
k=1

Dari (3.1.2.1) dan (3.1.2.2) terbukti bahwa £,(A) ruang linear
ii) fp(A) merupakan ruang bernorma terhadap norm |[|X|[apy = |x1| + [[A%][,

sebab:
(N;) Untuk setiap ¥ € £,(4)
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& AX € £, @{Zleklp} {lek+1_xk|p} <®

k=1
1

1#llcap) = 1] + {me} = il + {lekﬂ —xm} >0
1 1
- P - P
1#lliapy = 0 & lxal+1 D AFPE = Il +] ) I — 2P =0
k=1 k=1

< |x1| =0 dan |x; 41 — x| = 0 untuk setiap k
©x;=0dan x, —x; =0, x3—x, =0, x4—~x3=0,....
=x=0x=0x=0x,=0..9%X={0}=0

(N5) Untuk setiap o sifalar dan ¥ 5 t,(A) & AX € ¢,

& D 1Al = ) xe — 1l <o
k=1 k=1

o0

Z|a(xk+1 - xk)|p}
k=1

@l |+ el {Z|(xk+1 - xk)w} | ] + {me}

lal(lxe | + 1A%, ) = lal 1%l ap).

1
P
Jadi [la%|lap) = lax;| + [|AaX]l, = |ax;| +

(N3) Untuksetiap %,7 € ¢,(A) <=1> (A%, A7 € ¢,) 1

* > = >
=>{Z|Af|r’} < wdan {Zmyv’} <w
k=1 k=1

[ee]

mek + mw}
k=1

< lal+ +{Z|Axk|p} {mep
1 1
e} o0 p
il + > L+l ] layle
k= =

=1 1
x| + 1A%, + [y1l + 14T, = 1Xllap) + 17l ap)-

1
P
Jika [IX + Fllap) = %1 + y1] +

k
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Berdasarkan hasil, (N;), (N;) dan (N3) benar bahwa ¢,(A) ruang bernorma

iii.) ¢,(4) lengkap sebab:

Diambil sebarang barisan Cauchy {#™} < ¢,(4) < {A%x™} c ¢, dengan
¥ = {x, ™} = {xl(n),xgn),xén), }

Jadi, jika diberikan bilangan € > 0 terdapat ny, € N sehingga untuk setiap dua
bilangan asli m,n > n, benar bahwa

- - &
e
1
i P
atan [ — (" +{Z|A<xk<m> - ka))l”I <2
k=1

1

& = p P &
< > dan Z|A(xk(m) — xk(n))| < >
k=1

[

untuk setiap m, n = n,. Hal ini berakibat bahwa:

{Ax,§">} = {x,ﬁ’fl - x,E”)} barisan Cauchy untuk setiap k.

(a) Ax™ = {x§”> - xf")} = {xﬁ")} - {xl(")} barisan bilangan Cauchy

Jadi ada x; sehingga {xl(”)} konvergen ke x; dan {x§">} barisan bilangan Cauchy
Jadi ada bilangan x, sehingga {xé")} konvergen ke x,

Hal ini berakibat {Axgn)} = {x§"> - xl(")} konvergen ke x; — x;.

lim {xén) — x{n)} =X, — X

n—o0

(b) Axl™ = {x§") - x§">} = {xé")} - {xén)} barisan bilangan Cauchy. Karena

{xg’”} konvergen ke x, maka {xén)} barisan bilangan Cauchy.

Jadi ada bilangan x5 sehingga {xé")} konvergen ke x3

Hal ini berakibat {Axé")} = {x§"> - x§">} konvergen ke x5 — x,
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lim {xén) - xén)} = x3 — X».
n-—oo

©) {Axé”)} = {xi”) — x§“)} = {xi")} — {xgn)} barisan bilangan Cauchy. Karena
barisan {xs(,”)} barisan Cauchy ( konvergen ke x3;) maka {xi”)} barisan bilangan
Cauchy.

Jadi {xf‘)} konvergen ke suatu bilangan x,. Hal ini berakibat {Axé”)} =
{xi”) - xén)} konvergen ke x,; — x3.

lim {xi") — xén)} = x4 — X3

n-—-o0

(d) Selanjutnya dianggap benar {x,ﬁ”)} konvergen ke x;, untuk setiap k=1,2,3...m,
Dibuktikan {xfﬁl} konvergen

maka barisan {Ax,(,?ll} = {xf,?) —x™ } = {xr(,’f)} - {xfr’ﬂl} barisan Cauchy.

m—1

Karena {x,(,fll} dan {x,(,?)} barisan bilangan Cauchy yang konvergen ke

Xm41 dan x,, , maka {x,(:)} barisan bilangan Cauchy
jadi ada bilangan x,, sehingga {x,(:)} konvergen ke x,, dan ada x,,_; sehingga

{xf,{’l 1} konvergen ke x,,_1

Berakibat {Axf,?zl} = {x,(:) — xr(r’le} konvergen ke x,,, — x,, 1 dan diperoleh.
Berdasarkan hasil (a), (b), (c) dan (d) di peroleh.
Barisan {Ax,ﬁ")} konvergen untuk setiap k.

Jadi {A%™} konvergen ke A% dengan ¥ = {x; } (3.1.2.3)

1A% (8 p) = ||A% — A%™ + Af(”)”(A,p)
< [lax — ax®| o+ A <o (3.1.2.4)

Jadi berdasarkan (3.1.2.3)dan (3.1.2.4) terbukti barisan Cauchy {¥™}c ¢,(a)
konvergen ke ¥ = {x; } € £,,(4)

Jadi AX € ¢, atau ¥ € ¢, (A). Dengan kata lain terbukti bahwa ¢, (A) lengkap.
Berdasarkan (i), (it) dan (iii) terbukti bahwa ¢, (A) merupakan ruang Banach. m
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Teorema 3.1.3 : Ruang barisan ¢,(A;), co(A;) dan c(A;) merupakan ruang
Banach, terhadap norma ||X||(a, ) = Ix1] + |xz| +[|A2%|l, dan Selanjutnya
co(A2) € c(Ay) © £,(Ay).

AyX = {Axpq1 — Dxp} = { (kg2 — Xp1) — e — %)} = (g2 — 2X441 + X1},

Teorema 3.1.4 Jika 1 < p <oo maka ruang barisan selisin ¢, (A;) merupakan
ruang Banach, terhadap norma [|%[[(a,.) = [x1] + |x2] + [1A2%],  dengan
Arx = {Dyxi} = (g2 — 2X041 + X

Teorema 3.1.5 : Ruang barisan ¢,(A,,), co(A,,) dan c(A,,) merupakan ruang
Banach, terhadap norma |[|X[|(a, «) = Xr=qlxe| + [[An %]l dan  Selanjutnya

CO(Am) c C(Am) c foo(Am)

ApX = {Amxk} = {Z (7':1) (_1)i xk+m—i}

i=0

Teorema 3.1.6 Jika 1 < p <o maka ruang barisan selisih £,(4,,) merupakan
ruang Banach, terhadap norma |[|X||a, ») = Zr=1lx-| + 1A x]l, dengan

Ap X ={Anxi} = {Z (T:l) (_1)i xk+m—i}

i=0

Definisi 3.1.1: Ruang barisan bernorma X disebut ruang-BK jika X ruang Banach
dan untuk setiap n € N, pemetaan koordinat P, : X — R dengan, P,(X) = x,,
kontinu, dengan X = {x;}.

Teorema 3.1.7 Ruang barisan £, (4), co(4), c(4) dan £,(A) merupakan ruang-
BK

Bukti:
(i) Ditunjukkan ruang barisan ¢,,(A) merupakan ruang-BK.
(a). Berdasarkan Teorema 3.1.1 £,,(A) merupakan ruang Banach.
(b). Ditunjukan P, : £,,(A) — R dengan B, (%) = x,, kontinu.
Untuk setiap %,y € ¢,,(A) dan diambil n € N; berlaku
|Pn(f) - Pn(y’)l = |xn _ynl < ||f _y”oo'
Diberikan bilangan & > 0, dipilih 6§ = % > 0 danjika |[|¥ — Y|, < &, maka
berakibat |P, (X) — B, ()| < .
Jadi B, kontinu untuk setiap n € N.
Berdasarkan (a) dan (b) £,,(A) merupakan ruang-BK.
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(ii) Ditunjukkan ruang barisan cy(A) merupakan ruang-BK.
(a). Berdasarkan Teorema 3.1.1 ¢y (A) merupakan ruang Banach.
(b) Dibuktikan B, : ¢,(A) — R dengan P, (%) = x,, kontinu
Untuk setiap X, 7 € ¢y (A) & AX, Ay € ¢y dan diambil n € N; maka
|Pn(f) - Pn(j;)l = |xn _ynl < ”xn _yn”
Diberikan bilangan ¢ > 0 dipilih § = % > 0 danjika ||lx, — y,|| < &, maka
berakibat |B, (%) — B, ()| < e.
Jadi B, kontinu untuk setiap n € N.
Berdasarkan (a) dan (b) c,(A) merupakan ruang-BK.

(iii) Ditunjukkan ruang barisan c(A) merupakan ruang-BK.
(a) Berdasarkan Teorema 3.1.1 c¢(A) merupakan ruang Banach.
(b) Dibuktikan P, : c(A) — R dengan P, (X) = x, kontinu.
Untuk setiap X, ¥ € c(A) dan diambil n € N; maka
|Pn(f) - Pn(y)l = |xn _ynl < ”xn _yn”
Diberikan bilangan ¢ > 0 dipilih § = % > 0 danjika ||x, — y, |l < &, maka
berakibat |B,(X) — P,(})| < €.
Jadi B, kontinu untuk setiap n € N.
Berdasarkan (a) dan (b) c(A) merupakan ruang-BK.

(iv) Ditunjukkan ruang barisan ¢, (A) merupakan ruang-BK.
(a) Berdasarkan Teorema 3.1.2. £, (A) merupakan ruang Banach.
(b) Dibuktikan P, : £,(A) — R dengan B, (X) = x, kontinu.
Untuk setiap %,y € £,(A) dan diambil n € N; berlaku
|Pn(f) - Pn(j;)l = |xn _ynl = ”xn _yn”p'
Diberikan bilangan & > 0, dipilih § = % >0 danjika || — ¥||, < &, maka
berakibat |B,(X) — B,(3)| < .
Jadi P, kontinu untuk setiap n € N.

Berdasarkan (a) dan (b) £, (A) merupakan ruang-BK.
Dengan kata lain (i), (ii), (iii) dan (iv) teorema 3.17 terbukti.m

Teorema 3.1.8 Ruang barisan  £,,(4;), co(4;), c(A;) dan £,(A;) merupakan
ruang-BK

Teorema 3.1.9 Ruang barisan £, (4p,), co(An), c(Ay) dan £,(4,,) merupakan
ruang-BK

Definisi 3.1.2: Ruang barisan E dikatakan solid (normal) jika {x,} € E maka
{a; x; } € E untuk sebarang barisan skalar dengan |, | < 1 utuk setiap k € N
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Teorema 3.1.10 Ruang barisan £,(4), c¢y(4), c¢(4) dan £,(4) solid
Bukti:

i). £, (A) solid sebab

X €t,(A) & AX € £, © sup|Ax,| < .
k=1

Untuk sebarang barisan bilangan {a,} dengan |a,| < 1 untuk setiap k diperoleh barisan
{a, x;} dengan sifat

sup|a,Ax; | < sup|ag||Ax;| < sup|Axg| < .
k>1 k>1 k>1

Dengan kata lain {a;x,} € £, (A) atau £, (A) solid.
ii). ¢co(A) solid sebab

X €cy(A) & A% €y & I}im(xkﬂ —x,)=0

Untuk sebarang barisan skalar {a;} dengan |a;,| <1 untuk setiap k diperoleh barisan
{a, x; } dengan sifat

limida Axy) = limiey x4 — ) = lim (@) (eqn = %)
= (ax) }}1_{?0 (X1 — %) = (). 0 = 0.
Dengan kata lain {a;x;,} € ¢y(A) atau cy(A) solid.
iii). c(A) solid sebab

YecA)) o Ai eces ]lim(xkﬂ —X;) =D.

Untuk sebarang barisan skalar {a,} dengan |a;| <1 untuk setiap k diperoleh barisan
{ay x; } dengan sifat

limi{a, Axy) = limifoe x4y — @) = lim (@) (eyr — %)
= (o) 111_{2 (X1 — %) = (ap).p (ada).
Dengan kata lain {a;x,} € c(A) atau c(A) solid.

iv). €p(A) solid sebab
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i 3

xel,(d) & Ax 61?,,@{ |Axk|7’] < oo,

k=1

Jadi untuk sebarang barisan skalar {a;} dengan |a;| < 1 untuk setiap k diperoleh barisan
{a) x, } dengan sifat

1 1 1
it P it P i P
Dl { <1 lal axlry < 1 anrf <.
k=1 k=1 k=1
Dengan kata lain {a;x, } € €,(A) atau £, (4) solid.

Dari (i), (ii), (iii) dan (iv) teorema terbukti. m

Teorema 3.1.11 Ruang barisan £, (4;), ¢o(4;), c(4;) dan ¢,(4;) solid

Teorema 3.1.12 Ruang barisan £, (4,,), ¢y(4,,), c(4,) dan €,(4,,) solid

3.2 Oprator Linear dan Kontinu

Teorema 3.2.1: Operator A: ¢, — £, bersifat linear dan kontinu jika dan hanya jika
ada matriks (a; ) dengan ||a;; || = sup|X2, a; | dan A% = {72, a; x,} € £, , VX € £;
i=1

Bukti:

(=) Diketahui A linear dan kontinu
Ditunjukan (a;) dan A% = {72, a; x} € 2.,
Diambil sebarang barisan X € ¢; dan & merupakan basis dari ¢;. Sehingga untuk setiap
X € ¢, dapat ditulis juga sebagai
% ={x1,x, x3,...} ={%,0,0,0,...}+{0,x,,0,0,0, ...} + {0,0,%5,0,0,0, ...} + ...

©
= xlél +x2é2 +x3é3 + = Zx] g

<

j=1

dengan & adalah barisan bilangan real yang unsur ke-j sama dengan 1 dan semua unsur

yang lainnya sama dengan 0; jadi

& =(0,0,0,..,0,1,0...0,0,0,...).
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Karena A linear dan kontinu, maka diperoleh

(o] [ee]

A® =4( ) x¢ =ZJ@A(€1) >y %8 = Zzauxjéj

j=1 j=1 j=1 i

8

>
i>1 = =

[oe] [ee]
dengan A(éj) = Zaij ¢ dan sup Z a; x| < SlgF Z a; | 1%l < oo.
i=1 j =i

Dengan kata lain terbukti bahwa ada matrik (a;;) dengan sil_1£)|§‘,]‘-’°:1aij | < oo dan Ax =
{Z]‘-”:l a; xj} € £, untuk setiap ¥ € ¥;. i

(&) Diketahui matriks (e;) dengan 51_111c>|2}?°=1 a; | <o dan A% ={¥",a; x}€
£, untuk setiap ¥ € ¢ -

Ditujukan A bersifat linear dan kontinu.

(i) A bersifat linear sebab:

Untuk sebarang %,y € ¢; dan untuk setiap a dan g skalar berlaku

1Az + Bl = || > ay (ax + )| <sup|Y ay (ax +5y)
=1 i>1 =
< lalsup > x| + 161 sup Z @y | = lal 141l + 181 147
i>
j=1 j=1

Jadi A bersifat linear.

(i) Selanjutnya diketahui sup|¥72; a; | < oo.
i=1

Dutujukan A bersifat terbatas.

Menurut yang diketahui diperoleh

=] =

[ee]

[ee) [ee]
- 1
4%l = §aijacj = sup| ) a % | <sup an : Elle
i=1 = i=1 =

j=1 j=1

[ee]
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= IAlIFl; <o, dengan JlAll = sup| ) a
= =1

Dengan Kkata lain A terbatas atau oprator A kontinu.
Dari (i) dan (ii) diperoleh bahwa oprator A adalah suatu oprator linear dan kontinu. m
Teorema 3.2.2 : Oprator A: £, — £, dengan 1 <p,q <o dengan q konjugat p

bersifat linear dan kontinu jika dan hanya jika ada matriks tak berhingga (ai]-) dengan
||ai]- | =22, ZJ‘-’°=1|aij |q < oodan AX = {Z}‘;l a; xj} € ¢,, untuk setiap % € £,

Bukti:

(=) Diketahui A linear dan kontinu.

Ditunjukan ada (a;;) dengan [|a; || = 272, X524 |ay; | < oo.

Diambil sebarang barisan X € ¢, dengan 1 < p,q < oo. Karena ¢, dan ¢, (q konjugat p dan
1 < p,q < o ) masing-masing ruang barisan maka oprator linear A dengan matriks tak
berhingga (a;;) dan

~ OO0 -
j=1
aqq a1, Aq3 =1 rxy «©
A(F) = ayp 22 A2 el Xp| _ Zazjxj
a3; @32 033 .. []X3 =
H . . H o)
j=1

Dengan ketaksamaan Holder diperoleh dengan 1 < p,q < « dengan g konjugat p
1

1 197) ¢
la@®l = Zaijxj - Z Zaij x, {Z[ Z|au| lejlp } $
=1 p = )

lll

8
"=

[ee] [o0] [oe] lee]
S St AL 1S Sl i,

i=1 j=1 j=1 i=1 j=1

141l 1171, dengan lall, = Z >y
i=1 j=1

Dengan kata lain terbukti bahwa ada (a;;) dan %2, 724 |a

l]| < oo.
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(<) Diketahui (a;;) dan X2, 352y |a; | < oo
Ditunjukan A bersifat linear dan kontinu
(i) Oprator A bersifat linear sebab:

Diambil untuk setiap ¥,y € £, dan skalar a, f € R maka berlaku

1

(o] oo [e.]

la@ll, =) ) =1 @
j=1 i=1]j=1
1 1
lACax + P, = Z Zaij (axj +ﬁyj) = z zaij ax; +zaijﬁyj
i=1|j=1 i=1|j=1 j=1
l 1
[oe] [oe] q [oe] loe]
< |a| Zz%xj + |B] ZZa x
i=1]j=1 i=1]j=1
= |a| A%, + 18I 1A %I,
Jadi A linear.
(3.2.2.1)
(ii ) Selanjutnya diketahui ZZ'“”' < oo.
i=1j=
Ditujukan A terbatas.
Menurut yang diketahui berakibat
) 1
= 1 119\ ¢q
oo oo o 9\ q Joo [ o a oo 5] l
I = Z“U NI RIS N DRI TS
j=1 i=1 |j=1 1:1 j=1 j=1 J
q p
= Z Z|“ij| Z'xl
i=1 j=1 j=1
=114l I1#ll, <, dengan [|A] —ZZI%I <.
i=1j=

Jadi terbukti A terbatas atau A kontinu.
(3.2.2.2)
Dari (3.2.2.1) dan (3.2.2.2) terbukti bahwa A bersifat linear dan kontinu.m
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Teorema 3.2.3: Oprator A: ¢;(4,,) — € (4,,) bersifat linear dan kontunu jika dan
hanya jika ada matrik (a;) dengan ||a; || = sup |[¥72;a; | dan A% ={¥7_,a; x} €
(M), V X €61(A).

Teorema 3.24 : Oprator A: £,(4,) — £,(4,) dengan 1<p,q <o dengan
q konjugat p bersifat linear jika dan hanya jika ada matriks takberhingga (aij) dengan

T X |ay " < oo dan (a;)x = Iy %} €6,(8,) VX EL,(Dy)

V. Kesimpulan

Berdasarkan pada pembahasan bab sebelumnya, maka pada bagian ini bahwa
ts(Bp), co(Qy), c(4y,) dan £,(A,,) dengan m € N dan operator linear dan
kontinu dapat disimpulkan sebagai berikut:

1. Telah dibuktikan bahwa ¢,,(A), cy(A) dan c(A) merupakan ruang Banach.

2. Telah dibuktikan bahwa £, (A)(1 < p < o) merupakan ruang Banach.

3. Telah dibuktikan  bahwa L (8), co(4),c(d) dan £,(A)(1 <p < )
merupakan ruang-BK (Banach Kontinu).

4, Telah  dibuktikan  bahwa L (8), co(8),c(d) dan £,(A)(1 <p < o)

merupakan ruang solid (normal).

Telah dibuktikan bahwa ¢,,(A;), co(A,) dan c(A,) merupakan ruang Banach.

Telah dibuktikan bahwa £, (4;) (1 < p < ) merupakan ruang Banach.

7. Telah dibuktikan bahwa £,(A;), co(Az), c(A;) dan £,(4;) (1 <p < )
merupakan ruang-BK (Banach Kontinu).

8. Telah dibuktikan bahwa £,(A3), co(dz), c(A;) dan £,(A2)(1 <p < )
merupakan ruang Solid (normal).

9. Telah dibuktikan bahwa ¢,(4,,), co(4,,) dan c(4,,) dengan  m € N
merupakan ruang Banach.

10. Telah dibuktikan bahwa £,(A,)(1 <p <) dengan m € N merupakan
ruang Banach.

11. Telah dibuktikan bahwa £, (A,,), co(Ayn), c(Ap) dan £,(A,)(1 <p < ©)
dengan m € N, merupakan ruang-BK (Banach Kontinu).

12. Telah dibuktikan bahwa £, (4,,), ¢o(An), c(Ay,) dan £,(A,)(1 <p < ©)
dengan m € N, merupakan ruang Solid (normal).

13. Operator A : ¢; — ¢,, bersifat linear dan kontinu jika dan hanya jika ada matrik

(aij) dengan ||A|| = siu{)|2f=1 a; | dan Ax = {Z;?‘;l a; x}} € {,, VX € (4.

o o

14. Oprator A: ¢, — ¢, dengan 1 <p,q <oo dengan q konjugat p bersifat
linear jika dan hanya jika ada matriks tak berhingga (aij) dengan
Yieq Z}?":daij |q < oo dan Ax = {Z}’-"zl @ xj} € {,, untuk setiap ¥ € ¢,,.
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15. Oprator A: ¢;(A,,) — €,(4A,,) bersifat linear dan kontinu jika dan hanya
jika ada matriks (a;) dengan
[|A]l = sup |Z}?°=1 a; |dan AX = {Z;‘;l @ xj} € (,.(A,,) untuk setiap ¥ €
fl (Am)

16. Oprator A: ¢£,(A,) — £,(4,,), dengan 1 < p,q < dengan q konjugat p,
bersifat linear jika dan hanya jika ada matriks tak berhingga (aij) dengan

=1 Z;fo:1|aij |q <o dan Ax= {Zj‘;l @ xj} € £, (Ap,) untuk setiap ¥ €

6y (D).
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